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1. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi va uning yechimi. 
Ma’lumki, bir necha tenglamalar birgalikda qaralsa, ularga tenglamalar 
sistemasi deyiladi. 
Quyidagi 
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sistemaga n  noma’lumli m  ta chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi (yoki 
soddalik uchun chiziqli tenglamalar sistemasi) deyiladi. Bu yerda 11 12, ,...., mna a a  
sonlar (1) sistemaning koeffitsiyentlari, 1,x 2 ,x …, nx  lar noma’lumlar, 1 2
, ,..., mb b b  
sonlar esa ozod hadlar deyiladi. 




















   
matritsa tenglamalar sistemasining asosiy matritsasi deyiladi. Noma’lumlar 
vektorini 1 2( , ,..., )
T
nX x x x=  ustun vektor, ozod hadlarni 1 2( , ,..., )
T
mB b b b=  ustun 
vektor shaklida ifodalaymiz. U holda tenglamalar sistemasi quyidagi matritsa 
shaklida yozilishi mumkin: 
.AX B=  
1-ta’rif. Agar 1 2, , , n    sonlar 1 2, , , nx x x  larning oʻrniga qoʻyilganda (1) 
sistemadagi tenglamalarni toʻgʻri tenglikka aylantirsa, bu sonlarga (1) sistemaning 
yechimlari tizimi, deb aytiladi va ( )1 2, , ,
T
nX   =  kabi belgilanadi. 
2-ta’rif. Chiziqli tenglamalar sistemasi kamida bitta yechimga ega boʻlsa, u 








+ =  sistema birgalikda chunki sistema 3, 1x y= =  yechimga 
ega. 
3-ta’rif. Bitta ham yechimga ega boʻlmagan chiziqli tenglamalar sistemasi 
birgalikda boʻlmagan sistema deyiladi. 
2-misol. 
1,





+ + =  sistema yechimga ega boʻlmaganligi sababli 
birgalikda emas. 
4-ta’rif. Birgalikda boʻlgan sistema yagona yechimga ega boʻlsa, aniq sistema 











 − = sistema birgalikda, ammo aniqmas, chunki bu sistema 
x = , 1y = − +  koʻrinishdagi cheksiz koʻp yechimga ega, bunda  -ixtiyoriy 
haqiqiy son. 
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5-ta’rif. Birgalikda boʻlgan tenglamalar sistemasilari bir xil yechimlar tizimiga 
ega boʻlsa, bunday sistemalar ekvivalent sistemalar deyiladi. 














+ =  (b) tenglamalar sistemasining yechimi ( , ) (1,1)x y = . 
(a) va (b) tenglamalar sistemasi ekvivalent tenglamalar sistemasi deyiladi. 
Izoh: Berilgan tenglamalar sistemasining birorta tenglamasini noldan farqli 
songa koʻpaytirib, boshqa tenglamasiga hadma-had qoʻshish bilan hosil boʻlgan 








− =  (a) tenglamalar sistemadagi 1-tenglamani (-3) ga koʻpaytirib 2-







− = −  (b) natijada (a) va (b) tenglamalar sistemasi ekvivalent. 
Chiziqli tenglamalar sistemasining yechimga ega yoki ega emasligini quyidagi 
teorema yordamida aniqlash mumkin. 
2. Chiziqli algebraic tenglamalar sistemasining yechimi mavjudligining zaruriy 
va yetarli sharti (Kroneker-Kapelli teoremasi). 
1-teorema (Kroneker-Kapelli teoremasi). Chiziqli tenglamalar sistemasi 
birgalikda bo‘lishi uchun uning A  asosiy matritsasi va kengaytirilgan ( | )A B  
matritsalarining ranglari teng bo‘lishi zarur va yetarli. 
Isbot. Zaruriyligi. Faraz qilamiz (1) sistema birgalikda bo‘lsin. U holda uning 
biror yechimi mavjud va 1 1 2 2 n nx ,x ,...,x  = = =  dan iborat bo‘lsin. 
Bu yechimni (1) chiziqli tenglamalar sistemasidagi noma’lumlar o‘rniga 
qo‘ysak: 
1 1 2 2 1 2i i in n ia a a b , i , ,...,m  + + + = =L  (2) 
ega bo‘lamiz. 
Bu tengliklar majmuasi quyidagi tenglikka ekvivalent: 
11 12 1 1
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Bundan (1) sistemaning kengaytirilgan matritsasi oxirgi ustuni asosiy matritsa 
ustunlari chiziqli kombinatsiyasidan iborat ekanligi kelib chiqadi. Ma’lumki 
matritsaning rangi ustunlarning chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo‘lgan ustunni 
tashlab yuborilganda o‘zgarmaydi. Kengaytirilgan matritsadan ozod hadlar ustunini 
olib tashlasak sistemaning asosiy matritsasiga ega bo‘lamiz. Demak, asosiy va 
kengaytirilgan matritsalarning ranglari teng. Shuni isbotlash talab etilgan edi. 
Yetarliligi. Aytaylik asosiy va kengaytirilgan matritsalarning ranglari teng,  
( ) ( )r A r A B=  
A  (asosiy) matritsaning r  ta bazis ustunlarini ajratamiz, bular ( )A B  
(kengaytirilgan) matritsaning ham bazis ustunlari bo‘ladi. Faraz qilamiz birinchi r  ta 
ustun bazis bo‘lsin. 
Bazis minor haqidagi teoremaga asosan A  matritsaning oxirgi ustuni bazis 
ustunlarning chiziqli kombinatsiyasi sifatida tasvirlanishi mumkin. Bu esa: 
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munosabatni qanoatlantiruvchi 1 2, ,..., r    lar mavjudligini bildiradi. Oxirgi 
munosabat quyidagi m  ta tenglamalarga ekvivalent: 
1 1 2 2 1 2i i ir r ia a a b , i , ,...,m  + + + = =L  
Agar (1) tenglamalar sistemasiga  
1 1 2 2 1 0 0r r r nx ,x ,...,x ,x ,...,x   += = = = = , (4) 
qo‘ysak, u holda tenglamalar sistemasi (2) ga aylanadi. Bundan 
noma’lumlarning (4) qiymati (1) sistemadagi barcha tenglamalarni qanoatlantiradi, 
ya’ni sistema yechimga ega bo‘ladi. Teorema isbotlandi. 
Kroneker - Kapelli teoremasiga ko‘ra birgalikda bo‘lgan tenglamalar 
sistemasining asosiy A  matritsasi rangi bilan uning kengaytirilgan ( )A B  
matritsasining ranglari teng. ( ) ( )r r A r A B= =  qiymatni berilgan sistemaning rangi 
deb ataymiz. A  matritsaning biror bazis minorini belgilab olamiz. Bazis satrlarga 
mos bo‘lgan tenglamalarni berilgan sistemaning bazis tenglamalari deb ataymiz. 
Bazis tenglamalar bazis sistemani tashkil etadi. Bazis ustunlarda qatnashgan 
noma’lumlarni bazis o‘zgaruvchilar, qolganlarini ozod o‘zgaruvchilar, deb ataymiz.  
Oldingi mavzularda berilgan bazis minor haqidagi teoremadan quyidagi tasdiq 
o‘rinliligi kelib chiqadi. 
2-teorema. Chiziqli tenglamalar sistemasi o‘zining bazis tenglamalar 
sistemasiga ekvivalent. 
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Soddalik uchun (1) sistemada birinchi r  ta tenglama bazis tenglama bo‘lsin. 
Yuqorida keltirilgan teoremaga asosan: 
1 1 2 2 1 2i i in n ia x a x a x b , i , ,...,r+ + + = =L  (5) 
bazis tenglamalar sistemasi berilgan (1) sistemaga ekvivalent. Shuning uchun 
(1) tenglamalar sistemasi o‘rniga uning rangiga teng bo‘lgan (5) sistemani tadqiq 
etish yetarli. 
O‘z-o‘zidan ko‘rinadiki matritsaning rangi ustunlar sonidan katta emas, ya’ni 
r n . Boshqacha aytganda birgalikdagi sistemaning rangi noma’lumlar sonidan 
oshmaydi.  
Bu yerda ikki hol bo‘lishi mumkin: 
1) r n= ; 
r n= , ya’ni bazis sistemada tenglamalar soni noma’lumlar soniga teng bo‘lsin. 
Bazis sistemani quyidagicha ifodalaymiz b bA X B= . Bunda bA  bazis minorga mos 




 mavjud va  
1 1 1( )b b b b bX EX A A X A A X A B
− − −= = = =  
tenglik yagona yechimni ifodalaydi. 
2) r n  bo‘lsin. Tenglamalarda 1 2, ,..., rx x x  bazis noma’lumlar qatnashmagan 
barcha hadlarni uning o‘ng tomoniga o‘tkazamiz. U holda (5) sistema:  
1 1 2 2 1 1i i ir r i ir r in na x a x a x b a x a x+ ++ + + = − − −L L . (5) 
ko‘rinishni oladi. 
Agar erki 1, ,...,r r nx x x+  noma’lumlarga biror 1,...,r n +  sonli qiymatlarni bersak, 
u holda 1,..., rx x  o‘zgaruvchilarga nisbatan tenglamalar sistemasini olamiz va bu 
sistemada noma’lumlar soni asosiy matritsa rangiga teng bo‘lganligi sababli u yagona 
yechimga ega. Erkli noma’lumlar qiymati ixtiyoriy tanlanganligi sistemaning 
umumiy yechimlari soni cheksiz ko‘p. 
Izoh: Shunday qilib: 
1).rangA rangA  bo‘lsa, tenglamalar sistemasi birgalikda emas; 
2).rangA rangA r n= = =  bo‘lsa, tenglamalar sistemasi yagona yechimga 
ega; 
3).  rangA rang A r n= =   bo‘lsa, tenglamalar sistemasi cheksiz ko‘p 
yechimga ega. 
Fan va texnikadaning koʻp sohalarida boʻlganidek, iqtisodiyotning ham koʻp 
masalalarining matematik modellari chiziqli tenglamalar sistemasi orqali ifodalanadi.  
6-misol. Korxona uch xildagi xom ashyoni ishlatib uch turdagi mahsulot ishlab 
chiqaradi. Ishlab chiqarish xarakteristikalari quyidagi jadvalda berilgan. 




Mahsulot turlari boʻyicha xom ashyo sarflari 
Xom ashyo 
zahirasi 
 A B C  
1 5 12 7 2000 
2 10 6 8 1660 
3 9 11 4 2070 
Berilgan xom ashyo zahirasi toʻla sarflansa, mahsulot turlari boʻyicha ishlab 
chiqarish hajmini aniqlashning matematik modelini tuzing. 
Yechish. Ishlab chiqarilishi kerak boʻlgan mahsulotlar hajmini mos ravishda 
1 2 3, ,x x x  lar bilan belgilaymiz. Bir birlik A turdagi mahsulotga, 1-xil xom ashyo sarfi 
5 birlik boʻlganligi uchun 15x  A turdagi mahsulot ishlab chiqarish uchun ketgan 1-
xil- xom ashyoning sarfini bildiradi. Xuddi shunday B va C turdagi mahsulotlarni 
ishlab chiqarish uchun ketgan 1-xil xom ashyo sarflari mos ravishda 212x , 37x  
boʻlib, uning uchun quyidagi tenglama oʻrinli boʻladi: 
1 2 35 12 7 2000x x x+ + = . 
Yuqoridagiga oʻxshash 2-, 3-xil xom ashyolar uchun 
1 2 310 6 8 1660,x x x+ + =  
1 2 39 11 4 2070x x x+ + =  
tenglamalar hosil boʻladi. Demak, masala shartlaridan quyidagi uch noma’lumli 
uchta chiziqli tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Bu masalaning matematik 




5 12 7 2000,
10 6 8 1660,







 + + =  
3.Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechishning Kramer usuli. 
Determinantlarni chiziqli tenglamalar sistemasini yechishga tatbiqi bo‘lgan 
Kramer (determinant) usuli bilan tanishamiz. Aytaylik, bizga n  ta noma’lumli n  ta 
chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin: 
11 1 12 2 1 1
21 1 22 2 2 2







n n nn n n
a x a x a x b
a x a x a x b
a x a x a x b
+ + + =

+ + + =


 + + + =  (6) 
Bu yerda 1 2
, ,..., nx x x −noma’lumlar, 11 12, ,..., nna a a −koeffitsientlar, 
1 2, ,..., nb b b −ozod sonlar. 
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Teorema 1.6. Agar (1.4.1)- tenglamalar sistemasining asosiy determinanti 
noldan farqli bo‘lsa, u holda sistema yagona yechimga ega bo‘ladi va u quyidagi 
formulalardan topiladi . 
1 2




  = = =
   (7) 
Bu Kramer formulasidan iborat. Bu yerda 0   ga bosh determinant, 
1 2 3
, , ,...,
nx x x x
   
larga yordamchi determinantlar deyiladi. Soddalik uchun uch 
noma’lumli, uchta chiziqli tenglamalar sistemasini qaraymiz: 
11 12 13 1
21 22 23 2
31 32 33 3
a x a y a z b
a x a y a z b




 + + =  (8) (1.4.3) 
uch noma’lumli uchta chiziqli tenglamalar sistemasini yechishda dastlab bosh 









topiladi. 0   bo‘lsin. Undan so‘ng yordamchi determinantlar hisoblanadi 
(bunda bosh determinantning ustun elementlari mos ravsihda ozod hadlar bilan 
almashtiriladi): 
1 12 13 11 1 13 11 12 1
2 22 23 21 2 23 21 22 2
31 32 33 32 33 31 3 33
, ,x y z
b a a a b a a a b
b a a a b a a a b
a a bb a a a b a
 =  =  =
 (10) 
Noma’lumlar quyidagi formulalar yordamida hisoblanadi: 
, ,
yx zx y z
 
= = =
    (11) 
 
Foydalanilgan adabiyotlar 
1. Gilbert Strang “Introduction to Linear Algebra”, USA, Cambridge press, 5
nd
 
Edition, 2016.  
2. Grewal B.S. “Higher Engineering Mathematics”, Delhi, Khanna publishers, 
42nd  Edition, 2012.  
3. Raxmatov R.R., Adizov A.A., Tadjibayeva Sh.E., Shoimardonov S.K. 
Chiziqli algebra va analitik geometriya. O‘quv qollanma. Toshkent 2020. 
"Science and Education" Scientific Journal August 2021 / Volume 2 Issue 8
www.openscience.uz 309
4. Rаxмаtоv R.R., Adizov A.A. “Chiziqli fazo va chiziqli operatorlar” O‘quv 
uslubiy qollanma. TATU, Toshkent 2019. 
5. Соатов Ё.У. “Олий математика”, Т., Ўқитувчи нашриёти, 1- 5 қисмлар, 
1995. 
6. Рябушко А.П. и др. “Сборник индивидуальных заданий по высшей 
математике”, Минск, Высшая школа, 1-3 частях, 1991. 
7. Мирзиёев Ш. Буюк келажагимизни мард ва олижаноб халқимиз билан 
бирга қурамиз. -Т.: Ўзбекистон, 2017. - 488 бет. 
8. Мирзиёев Ш.М. Қонун устуворлиги ва инсон манфаатларини 
таъминлаш-юрт тараққиёти ва халқ фаровонлигининг гарови. -Т.: Ўзбекистон, 
2017.  
9. Мирзиёев Ш.М. Эркин ва фаровон, демократик Ўзбекистон давлатини 
биргаликда барпо этамиз. Т.: Ўзбекистон, 2017.  
10. Adizov A.A., Xudoyberganov M.O‘. Amaliy matematika. O‘quv uslubiy 
qo‘llanma. Toshkent. 2014. 
11.  Шодиев Т.Ш. Аналитик геометрия ва чизиқли алгебра. Тошкент 
“Ўқитувчи” 1984. 
12.  Ильин В. А., Позняк Э. Г. Линейная алгебра. — 6-е изд., стер. — М.: 
ФИЗМАТЛИТ, 2004.  
13.  Задорожный В. Н. и др. Высшая математика для технических  
университетов. Часть I. Линейная алгебра. - Томск: Изд-во ТПУ, 2009.  
14.  Данко П.С., Попов А.Г., Кожевникова Т.Я. Высшая математика в 
упражнениях и задачах. Седьмое издание. -М.: Высшая; школа, 2015.  
15.  Семёнова Т.В. Высшая математика: учебное пособие для студентов 
технических вузов. Часть 1. - Пенза: Пензенский гос. ун-т, 2008.  
16.  Макаров Е. В., Лунгу К. Н. Высшая математика: руководство к 
решению задач: учебное пособие, Часть 1, Физматлит. 2013.  
17.  Минорский В.И. Сборник задач по высшей математике. М: Наука, 
1987. 
18.  Беклемешев Д.В., Петрович А.Ю., Чуберов И.А. Сборник задач по 
аналитической геометрии и линейной алгебре. -М.: Наука, 1987. 
19.  Бугров Я.С., Николский С.М. Сборник задач по высшей математике, - 
М.: Наука. 1997. 
 
References 
1. Gilbert Strang “Introduction to Linear Algebra”, USA, Cambridge press, 
Edition, 2016. 
2. Grewal B.S. Higher Engineering Mathematics, Delhi, Khanna publishers, 
Edition, 2012. 
"Science and Education" Scientific Journal August 2021 / Volume 2 Issue 8
www.openscience.uz 310
3. Rakhmatov R.R., Adizov A.A., Tadjibayeva Sh.E., Shoimardonov S.K. 
Linear algebra and analytic geometry. Study guide. Tashkent 2020. 
4. Raxmatov R.R., Adizov A.A. Linear Space and Linear Operators Study 
Guide. TATU, Tashkent 2019. 
5. Soatov Yo.U. “Higher Mathematics”, T., Teacher's Publishing House, parts 1-
5, 1995. 
6. Ryabushko A.P. and others. "Collection of individual assignments in higher 
mathematics", Minsk, Higher school, 1-3 parts, 1991. 
7. Mirziyoev Sh. We will build our great future together with our brave and 
noble people. -T .: Uzbekistan, 2017. - 488 pages. 
8. Mirziyoev Sh.M. The rule of law and the protection of human interests are the 
key to the development of the country and the well-being of the people. -T .: 
Uzbekistan, 2017. 
9. Mirziyoev Sh.M. Together we will build a free and prosperous, democratic 
state of Uzbekistan. T .: Uzbekistan, 2017. 
10. Adizov A.A., Khudoiberganov M.O. Applied Mathematics. Study guide. 
Tashkent. 2014. 
11. Shodiev T.Sh. Analytical geometry and linear algebra. Tashkent "Teacher" 
1984. 
12. Il'in V.A., Poznyak E.G. Linear algebra. - 6th ed., Erased. - M .: 
FIZMATLIT, 2004. 
13. Zadorozhny VN et al. Higher mathematics for technical universities. Part I. 
Linear algebra. - Tomsk: TPU Publishing House, 2009. 
14. Danko P.S., Popov A.G., Kozhevnikova T.Ya. Higher mathematics in 
exercises and problems. Seventh edition. -M .: Higher; school, 2015. 
15. Semyonova T.V. Higher mathematics: a textbook for students of technical 
universities. Part 1. - Penza: Penza state. un-t, 2008. 
16. Makarov EV, Lungu KN Higher mathematics: a guide to solving problems: 
a tutorial, Part 1, Fizmatlit. 2013. 
17. Minorsky V.I. Collection of problems in higher mathematics. M: Science, 
1987. 
18. Beklemeshev D.V., Petrovich A.Yu., Chuberov I.A. Collection of problems 
in analytical geometry and linear algebra. -M .: Nauka, 1987. 
19. Bugrov Y.S., Nikolsky S.M. Collection of problems in higher mathematics, - 
M .: Nauka. 1997. 
 
"Science and Education" Scientific Journal August 2021 / Volume 2 Issue 8
www.openscience.uz 311
